2015. évi Bolyai Janos Megyei Matematikaverseny
MEGOLDASI ES ERTEKELESI UTMUTATO 12. évfolyam

A kozolt megoldasi utak a feladatoknak nem az egyetlen helyes megoldasi
modjat adjdk meg, tobb eltérd megoldas is lehetséges.

Az utmutatotol eltéré megoldasokat a kialakult tanari gyakorlat alapjan, az
utmutatd pontjainak stlyozasat alapul véve kell értékelni.

Geometriai feladatok megolddsanak elején a helyes dbrara jar az ott jelzett
részpontszam, ha a versenyzé az abrat a szoveges leirasnak megfeleléen
hasznalja.

A feladatokat koveté megjegyzések kitérnek néhany tipikus hibas megoldas
pontozasara.

Minden évfolyamon 100 pont érhetd el, minden iskolabdl a 50 ponton feliili
dolgozatokat, illetve minden évfolyam és kategoria harom legjobbjat kérjiik
bekiildeni. Kérjiikk az 0Osszes olyan dolgozatok pontszamait, melyeket
levélben nem kiildtek el, de legalabb 15 pontot elértek, a zsirp@freemail.hu
cimre elektronikus formaban elkiildeni.
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1. Oldja meg az egyenletrendszert a valds szamok lehetd legbévebb részhalmazan!
x?-10%Y =103 }
x¥ =100
Megoldas: pont

Az egyenletek jobboldalai pozitivak, ezért a baloldalak is, igy mindkét egyenlet
mindkét oldalanak Itizes alapu logaritmusat vehetjiik:

lg(x2 - 10%) = 13 } S
lg(x¥) =2
Azonossagokat alkalmazva:
2-1gx +3y =13 3
y-lgx =2 }
Vezessiink be egy 1j w ismeretlent Igx helyére!
2w + 3y =13 3
wy = 2 }
Fejezziik ki w-t az els6 egyenletbdl és helyettesitsiik a masik egyenletbe:
(65—-15y)y=2 5

Ennek megoldésai: y; =4 és y, = § .
Ha y1=4, akkor W1=0,5 és x; = v10.

Ha y, = , akkor wz=6 és x,=1 000 000.
Ezek valdban megoldasok, behelyettesitve igaz egyenleteket adnak. 2

Megjegyzések:
o Levezetés és indoklas nélkiili helyes megoldds nem ér pontot, az utolso 2 pont adhato,
ha a gyokok ellenorzése megvan.
o Az ellendrzés indokolt, mert a feladatmegoldas elején nem volt alaphalmaz-vizsgalat
(elvileg lehetne példaul mindkeét egyenletben x negativ és y paros egész).

2. Egy szabalyos haromszog alaku
billiardasztal mindegyik oldala 320 cm. Az
egyik oldal mentén, a cstcstol 80 cm-nyire
van egy billiardgoly6. Milyen iranyban kell
a goly6t ellokni, hogy két (tokéletesnek
tekinthetd) visszaverddés utan visszatérjen
az eredeti helyzetébe? (Az iranyt az abran
lathat6 0 sz0g nagysagaval adja meg!)

80 240
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Megoldas: pont

A golyd két pattanasi helyéig terjedd
két szakaszt jeloljik x-szel és y-nal a
két oldalon. Mindkét pattanasnal
egyenld € és B szogek keletkeznek, az
abra ezeket is mutatja.

80 240

Az eredeti haromszogbdl igy harom kisebbet vagtunk le, ezek hasonldk ( az abran
szinezve latszanak). Mindegyiknek van ugyanis egy 60°-os szoge, ¢s egy ettdl
kiilonb6z6 szoge megegyezik a kovetkezd szomszédos hdromszog egy szogével.
Ebbdl az okoskodasbol =3 is kovetkezik.

A hasonlosag miatt az oldalak aranya megegyezik a harom hadromszogben:

80 320—y y 5
x 320—x 240

Az elsd €s az utolso aranyt Gsszevetve: xy=19 200.

Az els6 és a masodik aranyt dsszevetve: 80(320—x)=x(320-y)
A masodik egyenldségbdl:

25 600—-80x=320x—xy

Beirva az elsd egyenldséget : 25 600-80x=320x—19 200 3
1200

Ebbol x=112 (cm) és y= —

A 0 sz6g koszinusz-, majd szinusztétellel szamithato a bal oldali kis haromszogbdl:
w? =80%+ 1122 —-2-80-112 - cos60°

w=99,92 (cm)
w112

sin60°  sine

ebbdl e= 76,10°.

Megjegyzések:
o A feladat megoldhato a golyonak az oldalakra valo tiikrozésével is.
o A szerkesztésrol mért megoldas nem ér pontot.

3. Hany olyan 0Osszetett természetes szdm van az [1; 2015] intervallumban, melynek
legnagyobb valddi osztoja a [300; 500] intervallumba esik?

Megoldas: pont
Ha egy x Osszetett szam legnagyobb valodi osztdja n, akkor x/n a szam legkisebb 5
primosztdja.

Ha ezt a legkisebb primosztot p-vel jeloljiik, akkor pn=x és 3
300<n<500 miatt p értéke 2, 3 vagy 5 lehet, (7 mar nem, mert 7-300>2015)..

Ha p=2, akkor n az 6sszes szam lehet a [300; 500] -ban, ez 500-300+1=201 eset. 5
Ezzel megszamoltuk az 6sszes olyan X szamot, melynek legkisebb primosztoja 2.
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Ha p=3, akkor azok a szamok lehetnek az n-nek a [300; 500]-ban, melyek nem
parosak, mivel az ilyen paros n-ekre az x=3n szam legkisebb primosztoja 2 lenne, és
az ilyen szamokat mar beszamoltuk. Az elsd ilyen nem péaros szam az 3
intervallumban a 301, az utols6 pedig 499, tehat az ilyen lehetséges n szamok

darabszama 499;301 +1=100

Ha p=>5, akkor 2015:5=403 miatt ne[300; 403]. 2

Ez esetben azok lehetnek n-ek, melyek paratlanok és 3-mal nem oszthatok a
megadott intervallumban —mivel a parosak és a 3-mal oszthatok esetén X=5n 2
legkisebb primosztdja nem 5 lenne, hanem 2 vagy 3.

Ezek a szamok a 6k+1 és a 6k+5 alaka szamok (k egész értékeire).

A 6k+1 alakt szamok koziil a legkisebb a 301, a legnagyobb a 403 a megadott
403-301

intervallumban, ezért ezeknek szama ——+1 = 18. 5
A 6k+5 alaktl szamok koziil a legkisebb a 305, a legnagyobb a 401 a megadott

401;305 +1=17.

intervallumban, ezért ezeknek szama

Osszesen tehat 201+100+18+17=336 darab szdm legnagyobb valodi osztdja esik a
[300; 500].intervallumba. 1

Megjegvyzések:
o A feladat megoldhato mas logikadju 6sszeszamolassal is.
o [Indoklas nélkiili helyes eredményekre a megfelelé pontszam felének egészrésze adhato.

4. A koordinata-rendszerben egy PQ szakasz P végpontja az e: x+2y=14 egyenletii
egyenesre, Q végpontja pedig a k:x?+y?+2x+ 12y —13 =0 egyenletli korre
illeszkedik. PQ szakasz P-hez kozelebbi harmadolopontja a H(2;—1) pont. Hatarozza meg
a P és Q pontok koordinatait!

Megoldas: pont

Ha az e egyenesre
alkalmazunk egy A= -2
aranyu, H kozéppontu
kdzéppontos hasonlésagot,
akkor a kapott e’ egyenesnek a
k korrel valo metszéspontja(i)
éppen a keresett Q ponto(ka)t
adjak.

Az ¢’ egyenletének felirasdhoz elég, ha e egy pontjara alkalmazzuk az emlitett
kozéppontos hasonlosagot, mert az ezen atmend parhuzamos lesz €’. Az e egyenes
egy pontja lehet példaul az E(0; 7) pont, mely teljesiti az e egyenletét. Ezutan 4
ﬁ{’(z; —8) vektor kétszeresét kell H-ba eltolni: (2 . ﬁf) (4;—16) és E’(6;-17).
e és e’ normalvektora megegyezik, ne:(1; 2), emiatt e’ : x+2y=-28
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e’ és k metszéspontjat vagy metszéspontjait egyenletrendszerrel hatarozhatjuk meg:
k:x? +vy?+2x+ 12y — 13 =0}
x+2y=-28
A masodik egyenletbdl kifejezve X-et és az elsObe helyettesitve:
5y2+ 120y +715 =0
Ebbol y1=—11 és yo=—13. Hozzajuk tartozo x-ek: x;=—6 ¢és Xo= 2.

Tehat két lehetséges pontpar van, ezek a Q pontok koordinatai: Qi(—6;—11). és

Q2(-2;-13). A hozzajuk tartozo P pontokat igy kapjuk: . Q;H(8;10) és Q,H(4;12)
vektorok felét kell H-ba eltolni, igy P1(6; 4). és P2(4; 5).

Megjegyzések:
o Abrarol leolvasott helyes eredmény nem ér pontot.
o A feladat megoldhato egyenletrendszerrel is.

5. Az abran lathato ABCD trapézban
AB a rovidebb alap. A szarak
meghosszabbitdsai az E pontban
talalkoznak. Az ABD  szog
egyenld a trapéz hosszabbik A
alapjan fekvo szOgeinek \S—v
kiilonbségével.

a) Igazolja, hogy BD 4atl6 mértani
kozepe az alapoknak! / i}

/ 5

b) Igazolja, hogy EB mértani kézepe p
ED-nek és EA-nak!

Megoldas:

a):Mivel ABDZ és BDCZ valtoszogek, ezért egyenldk és ADBZ=y .

BDCa ~ ABDa, mivel két egyenld szogiik van.

A megfeleld oldalak aranya: 22
BD DC

Ebbdl BD? = AB - DC ,azaz BD = VAB - DC

b) Mivel ABEZ és DCBZ egyallasu szogek, ezért egyenlék és ABE/=1y.

BEAA ~ DEB,, mert mivel E-nél fekvé szogiik kozos, két egyenld szogiik van.

A megfeleld oldalak aranya: =_=
DE EB

Ebbdl BE2 = BA - DE ,azaz BE = VBA - DE

Megjegyzések:

o Konkrét esetre adott szamitasért maximalisan a megfeleld pontszamok fele adhato.

Ahol a versenyzo kozelito értékkel kezd szamolni, onnantdl nem kaphat pontot.

o Indoklas nélkiili helyes megallapitasért maximalisan a megfelelé pontszamok fele

adhato.




